Teorie k pocetni casti

Matematika 1 ZS 2022/23
vytah teorie ze cviceni

Limita posloupnosti (10 bodi)

Definice 1. Necht {a,}; je posloupnost realnych ¢isel a L € R. Rekneme, Ze L je vlastnt
limita posloupnosti {an}>2 , jestlize

Ve >03ngeN Vn>ng,neN:la, — L| <e.
Posloupnost {a,}5° ; ma limitu co (resp. —00), jestlize
VK €R dng e N Vn>ng,neN:a, > K (resp. < K).

Véta 9 (Jednoznacnost limity). Necht {a,}>2  je posloupnost realnych ¢isel s limitou A € R.
Bud posloupnost {b;}7°, vybrana z posloupnosti {a, }52;. Potom uz limy_,, by = A.

Véta 12 (Aritmetika limit). Necht {a,}>%; a {b,}°2; jsou posloupnosti realnych ¢isel a
mé&jme lim,, oo ap, = A € R, limy, 00 by, = B € R*. Potom plati:

e lim, ., an + b, = A+ B, mali pravi strana smysl.

e lim, o an b, = A- B, mali prava strana smysl.

o lim, oo z—: = %, mali prava strana smysl.
Véta 13. Necht lima,, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena. Potom lim a,b,, = 0.
Véta 14 (limita a uspofadani). Necht lima, = A € R a limb, = B € R.

e Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené n > ng je a, > b,. Potom A > B.

e Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené n > ng je a, < by,.

Véta 15 (O dvou policajtech). Necht {an}o2,, {bp}2,; a {c}52, jsou tii posloupnosti
realnych ¢isel spliiujici:

e dng e NVneNn>ng:a, <c, <b,,
e lim, ,o0 ap = limy, o0 by = A € R,
potom je lim;,, oo ¢, = A.

Véta 16. Necht lima, = A € R, A > 0,limb,, = 0 a existuje ng € N takové, Ze pro kazdé
n € N,n > nyg, plati b, > 0. Pak lima,, /b, = +oc0.

Véta 15’ (o jednom policajtovi). Budte an a bn dvé posloupnosti.

e Jestlize lima, = 0o a existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N;n > ng plati b, > an,
pak lim b,, = oo.
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o Jestlize lim a,, = —o0 a existuje ng € N takové, Zze pro kazdé n € N,n > ng plati b, < a,,
pak lim b,, = —o0.

Véta ze superseminaie (O posloupnosti s kladnymi ¢leny). Necht {a,}2° je posloupnost
kladnych redlnych ¢isel a n € N. Potom plati:

o lim, . GZH =A = lim,_o Ya, = A,

n

. a .
e lim, oo Z—:l <1 = lim,a, =0,

o lim, .o ay, = A < lim,, o0 a,,”" = A™ <—> lim,,_, Y an = YA,

Limita funkce (15 bodii)

Definice 2. Funkce f je spojitd v bodé ¢ € R, pokud lim,_,. f(x) = f(c).
Fakt 3. Polynom je spojita funkce.

Definice 4. Rekneme, 7e A € R je limitou funkce f v bode ¢ € R, jestlize
VeeR,e>035€R,0 >0Vx e P(c,0): f(z) € B(A,e).

Aritmetika limit (Véta 22), limita a uspofadani (Véta 24), jednozacnost limit (Véta 20)
plati i pro funkce.

Véta 20 (jednoznac¢nost limity). Funkce f ma v libovolné bodé nejvyse jednu limitu A € R.
Ma-li funkce f v bodé ¢ € R limitu A € R, pak piSeme lim,_,. f(z) = A.

Véta 25 (Limita sloZené funkce). Bud ¢, D, A € R*, a jsou f a g funkce. Necht plati, ze
lim; . g(z) = D alim,_,p f(x) = A. Necht plati alespon jedna z podminek:

(P) 3n>0Vz € P(e,n) : g(x) # D,
(S) f je spojita v D.
Pak plati lim,_,. f(g(z)) = A.

Véta 27 (Heine - polovina). Necht ¢, A € R* a pro redlnou funkei f plati lim,_.f(x) = A.
Bud {z,}72 posloupnost prvki z defini¢niho oboru funkce f takova, ze Vn € N : z, # c a
lim,, 00 , = ¢. Potom plati lim,, o f(x,) = A.

Véta 45 (I’'Hospitalovo pravidlo). Necht funkce f, g maji na prstencovém okoli bodu a € R*

vlastni derivace a existuje limy_,q g :((g Necht plati jedna z nésledujicich pdminek:

(1) limgyq f(z) = limgy—q g(z) =0,

(ii) limy_q [g(x)| = o0.

Potom existuje i lim,_,q % a je rovna lim,_,,
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Vysetieni spojitosti a derivace funkce (10 bod)
Definice 5. Funkce f je spojitd v bodé ¢ € R, pokud lim,_,. f(x) = f(c).
Fakt 6. Polynom je spojita funkce.

Definice 7. Necht f je realna funkce a a € R. Pak

f(@)—f(a)

flath)—f(a)
h

o derivace funkce f v bodé a je f'(a) = limy_q = limg_q

o derivace funkce f v bodé a zleva je f'(a) = limp_o_ w

flath)—f(a)
i )

o derivace funkce f v bodé a zleva je f'(a) = limp_o_
Tabulka s derivacemi.

Véta 37 (Aritmetika derivaci). Necht a € R a necht f a g jsou funkce definované na né&jakém
okoli bodu a. Necht existuji f'(a) € R* a ¢’'(a) € R*.

(a) Plati (f +g)'(a) = f'(a) £ ¢'(a),

(b) Je-li alesponi jedna z funkei f, g spojita v bodé a, pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a),

!/ ’ /
(¢) Je-li funkce g spojita v bodé a a navic g(a) # 0, pak (g) (a) =1 (a)g(‘;ia)(a)g (o),
vzdy je-li vyraz na pravé strané definovén.

Véta 38 (O derivaci slozené funkce). Necht f ma derivaci v bodé yp € R, g ma derivaci
v bodé zp € R,yo = g(xo) a g je v bodé xy spojita. Potom (f o g)'(zo) = f'(y0)g'(z0) =
f(g(x0))g (x0), je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 44 (Vypocet jednostranné derivace). Necht realna funkce f je spojita zprava v bodé
a € R a existuje lim, o4 f'(z). Pak existuje f(a) a plati f(a) = lim, a4 f'(x). Leva
strana analogicky:.

Algoritmus podle Kristyny Kuncové:
1. Ur¢ime definiéni obor Dy . Na této mnoZziné pak budeme hledat derivaci.
2. Zderivujeme mechanicky tam, kde to lze (musi jit o oteviené intervaly).

3. Prokontrolujeme podminky derivovani, kraje defini¢nich obori, zlomky, mista, kde se lame
predpis . ..a identifikujeme problémové body.

4. Casti podezfeli: arcsint, arccost, sgn t, |t|, max a min, odmocniny, funkce definované
,vidlickou“.

5. V danych bodech najdeme derivaci z definice nebo z Véty 44. Neexistuje-li derivace,
zkusime najit alespon jednostranné derivace.

6. Udélame zavér.
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https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/materialy/deriv-t.pdf

Vysetieni pribéhu funkce (15 bodi)

Véta 40 (nutnd podminka lokélniho extrému). Necht funkce f mé v bodé xp € R lokalni
extrém. Jeslitze existuje f/(z), potom f’(zq) = 0.

Véta 43 (Vztah znaménka derivace a monotonie funkce). Necht J C R je nedegenerovany
interval. Necht f je spojitd na J a v kazdém vnitinim bode J (mnoZinu vnitinich bodua
intervalu J ozna¢me jako Int J) ma derivaci.

(i) Je-li f'(z) > 0 pro vSechna z € Int J, pak f je rostouci na J.

) (z)
(ii) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € Int J, pak f je klesajici na J.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € Int J, pak f je neklesajici na J.
) ()

(iv) Je-li f'(x) <0 pro v8echna z € Int J, pak f je nerostouci na J.

Definice 8. Funkce f je konvezni, pokud ma v kazdém bodé te¢nu pod grafem. (napf. funkce
y = 22 je konvexni)

Funkee f je konkdvni, pokud ma v kazdém bodé teénu nad grafem. (napi. funkce y = —x?

je konkéavni)

Véta 47 (druha derivace a konvexita). Necht a,b € R*,a < b a f méa na intervalu (a,b)
vlastni druhou derivaci.

(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé = € (a,b), pak f je ryze konvexni na (a, b).

) ) (a,b)
(i) Jestlize f”(z) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze konkavni na (a,b).
(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je konvexni na (a,b).
(iv) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé z € (a,b), pak f je konkdvni na (a,b).

Definice 9. Bod je inflexns, pokud se v ném méni konvexita v konkdvnost ¢i naopak.

Véta 48 (nutna podminka pro inflexi). Necht a € R je inflexnim bodem bod funkce f. Potom
1" (a) neexistuje nebo je rovna nule.

Definice 10. Necht f je realnd funkce definovand na néjakém okolf bodu co. Necht a,b € R.
Rekneme, Ze f ma v bodé oo asymptotu ax+b, jestlize lim,_, (f(z) — ax — b) = 0. Analogicky
definujeme asymptotu v bodé —oo.

Véta 50 (Tvar asymptoty). Funkce f ma v bodé oo asymptotu az + b pravé tehdy, kdyz

limg oo @ =a € R alimyoo(f(x) —azx) = b € R. Analogické tvrzeni plati pro asymptotu

v bodé —oo0.
Postup vySetfovani pribéhu funkce
1. Uré¢ime definiéni obor a obor spojitosti funkce.
2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitame limity v ,krajnich bodech defini¢niho oboru®.
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4. Spoc¢teme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globéalni ex-
trémy. Uréime obor hodnot. (Véta 43, Véta 40)

5. Spo¢teme druhou derivaci a uréime intervaly, na kterych funkce konvexni/konkavni.
(Véta 47)

6. Vypocteme asymptoty funkce. (Véta 50)

7. Nacrtneme graf funkce.

Mize se hodit

o (a+b)"=3% (R)a" "
e (1) :ij)l,n!:n.(n—l)'..-zq
e sin(2x) = 2sin(x) cos(x)
e cos(2z) = cos?(x) — sin?(x)
Definice 11. Necht z € R. Potom ¢&islo k € Z spliujici k < z < k + 1 nazyvame celou

¢asti ¢isla x a znacime |x| nebo [z].

e Znamé limity

e lim, . 81290 =1 e lim, .o ta% =1 o lim, .o arctxanx —1
. z_1 .

[ ] hmm%O € = =1 Y 11m(£—>1 lxo% =1
: log (1 , ; ' B

o limg o w =1 e lim; 40 w =1 e lim, ;o2 ;gsx = %

e Ristova skala: In“n < nf <a” <n!<n” kdea>1,0,8 €N
e A" —B"=(A-B)(A" '+ A" 2B+ A" 3B ... 4+ A2B" 3 4 AB"? + B 1)
e (A+B)"=A"+ (1)A" B+ (})A"2B*+ ...+ B"

o 1+2+...+n:w

n 1 _ n
® D k-1 E(R+1) — nAl

V2n+1

e plati lim,, _,,, a™ = oo proa > 1

e plati lim, o a™ =0 pro a € (0,1)
o lim, ,oo Ya=1proa>0

o lim, ,(1+ %)” =e

e lim, ,(1+ x%)x" = e, pro posloupnost lim,, o, x, = occ.
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r—1<|z] <z

lz] <z < |z]+1

a¥ = evlos(a)

Necht = > 0, pak arctan(z) + arctan(%) =z
e sinz —sina = 2 - cos (%) sin (252)
1, x€(0,00)

e sgn(r) =<0, z=0
-1, z € (—00,0).
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